
Vấn đề: Khảo sát sự phát sóng hài bậc hai
Quy ước: những phần chữ xanh là phần dẫn nhập để giúp chúng ta hiểu vấn đề, các vectơ
đôi khi được viết dấu muỗi tên ở phía trên nhưng đôi khi lại được biểu diễn bằng các kí
tự in đậm, dấu “~” ở phía trên một đại lượng nào đó có nghĩa là đại lượng đó được biểu
diễn dưới dạng số phức.
Giải quyết vấn đề:

Sóng hài là một sóng mà tần số của nó bằng một số nguyên lần tần số cơ bản nào
đó. Sóng có tần số cơ bản chính là sóng đầu vào (hay tín hiệu). Ví dụ: nếu một tín hiệu có
tần số cơ bản là f  thì sóng hài bậc hai có tần số là 2f, sóng hài bậc ba có tần số là 3f,
v.v…

Hầu như tất cả các sóng đều chứa năng l ượng tại các tần số hài, cùng với năng
lượng tại tần số cơ bản. Nếu tất cả năng lượng của sóng chỉ tập trung ở tần số cơ bản thì
sóng đó được gọi là sóng điều hòa hoàn hảo (chẳng hạn như sóng hình sin).

Sự phát sóng hài bậc hai trong quang phi tuyến l à hiện tượng mà trong đó khi ta
chiếu một sóng đầu vào có tần số   vào một môi trường phi tuyến thích hợp thì cùng với
sóng có tần số  , trong môi trường phi tuyến ấy còn xuất hiện sóng hài có tần số 2 .
Trong những điều kiện thích hợp, sóng n ày mới có thể tái bức xạ và xuất hiện ở đầu ra.

Khi khảo sát sóng hài bậc hai, hai vấn đề mà chúng ta quan tâm nhất là: 1)Công
suất P của sóng hài ở đầu ra có liên hệ như thế nào với các thông số nội tại của môi
trường phi tuyến như chiều dài L, chiết suất n, v.v..? 2)Trong những điều kiện nào
thì năng lượng của bức xạ tới được chuyển thành năng lượng của bức xạ đầu ra một
cách hiệu quả nhất?

Đối với câu hỏi thứ nhất, để t ìm được công suất đầu ra, chúng ta phải t ìm được
điện trường đầu ra. Mà muốn tìm được điện trường đầu ra chúng ta phải giải phương
trình truyền sóng trong môi trường phi tuyến đang xét. Đó chính là phương tr ình vi phân
theo E. Trong phương trình này, có một số hạng nữa cần phải được tính toán là vectơ
phân cực phi tuyến Pnl. Khi tính toán, ta thấy nó phụ thuộc vào E.

Đối với câu hỏi thứ hai, chúng t a cần khảo sát điều kiện đồng bộ về không gian
của các sóng đầu vào và đầu ra.



Một điều mà chúng ta dễ dàng nhận thấy ở đây là, sự phát sóng hài bậc hai
thật ra là một trường hợp riêng của một trường hợp tổng quát hơn: sự tạo dao động
tần số tổng. Đó là hiện tượng phát sinh tần số bằng tổng của hai tần số đầu v ào trong
môi trường phi tuyến. Ở đây hai tần số đầu v ào khác nhau về độ lớn. Vì vậy, để những
kết quả khảo sát có thể sử dụng về sau n ày, thay vì khảo sát sóng hài bậc hai, chúng ta
sẽ khảo sát sự tạo dao động tần số tổng. Những kết quả khảo sát n ày có thể áp dụng
được cho trường hợp phát sóng hài bậc hai bằng cách cho các tần số đầu v ào bằng
nhau )( 21   .

Tóm lại, các bước để giải quyết vấn đề là như sau:
1. Tìm vectơ phân cực P của môi trường phi tuyến.
2. Thành lập phương trình truyền sóng điện từ trong môi trường phi tuyến
3. Giải phương trình truyền sóng để tìm E trong sự tạo dao động tần số tổng
4. Khảo sát sự tạo sóng hài bậc hai như một trường hợp riêng của sự tạo dao động

tần số tổng
5. Khảo sát điều kiện hợp pha.

1. Vectơ phân cực Pnl của môi trường phi tuyến:
Theo định nghĩa, vectơ phân cực là một đại lượng bằng tổng momen điện của các

phân tử (hay nguyên tử) có trong một đơn vị thể tích của môi trường (điện môi).

V

p
P

n

i
i




1




Nếu các momen lưỡng cực điện của phân tử (nguyên tử) pi đều bằng nhau, tức là
các phân tử hoặc nguyên tử đều bị phân cực như nhau dưới tác động của trường ngoài thì:
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ở đây N là mật độ nguyên tử hay phân tử trên một đơn vị thể tích.
Để cho đơn giản, chúng ta sẽ xét trường hợp nguyên tử một electron và trong

không gian một chiều:
P=Np=Nex(t)

ở đây x(t) là sự thay đổi vị trí tương đối của electron và hạt nhân theo thời gian.



Trước khi tính toán x(t), chúng ta hãy điểm qua một vài nét về lịch sử của quá
trình nghiên cứu sự tương tác giữa nguyên tử và trường (lí thuyết trường). Vào cuối thế kỉ
thứ 19, lúc đó cơ học lượng tử chưa ra đời, khi mô tả tương tác giữa nguyên tử và trường
Lorentz đã đưa ra mô hình như sau: Xem nguyên tử như một vật nặng (hạt nhân) gắn với
một vật khác nhỏ hơn (electron) bằng một lò xo. Lò xo sẽ co giãn do tương tác của
trường điện bên ngoài với điện tích của electron và hạt nhân. Lorentz không chỉ ra vị trí
cụ thể của lò xo gắn electron hạt nhân , tuy nhiên ông giả thuyết rằng lực tương tác giữa
chúng là lực đàn hồi tuân theo định luật Hooke: F(x)=-kx. Ở đây x là độ dịch chuyển vị
trí tính từ điểm cân bằng. Nếu theo mô h ình này thì x là hàm điều hòa theo thời gian. Tuy
nhiên, trong mô hình hiện nay, thế năng của electron trong trường hạt nhân có dạng
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, nên lực tương tác giữa electron và hạt nhân sẽ là

.....2 



 xkx
x

V
F  . Như vậy, mô hình Lorentz chính là mô hình gần đúng của

mô hình hiện đại trong đó đã bỏ qua các số hạng bậc cao trong biểu thức tính thế năng
tương tác giữa electron và hạt nhân. Với mô hình hiện đại, x(t) không phải là hàm điều
hòa theo thời gian. Vì thế, mô hình hiện đại này gọi là mô hình dao động tử phi điều hòa.

Bây giờ hãy xét một mô hình trong đó gồm có một tập hợp N dao động tử phi
điều hòa trên một đơn vị thể tích. Mỗi dao động tử về mặt vật lí l à một electron liên kết
với hạt nhân. Nghĩa là, chúng ta đang xét mô h ình nguyên tử có một electron và chúng ta
sẽ hiệu chỉnh dần mô h ình này cho phù hợp với thực tế.

Electron sẽ chịu tác dụng của các lực sau:
1. Lực tác động của trường lên điện tử Ftrường=e E

~
. Nếu trường đặt vào có tần số 

thì có thể biểu diễn nó dưới dạng
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trên đầu nghĩa là đại lượng đó là đại lượng phức)
2. Lực tác động của hạt nhân lên điện tử Fhạt_nhân=-kx-  x2+…..

3. Lực đặc trưng cho sự tắt dần
dt

dx
mF dantat _ , ở đây   là hệ số tắt dần



Phương trình chuyển động của điện tử: Ftong_hop=ma
Không cần phải viết phương trình dưới dạng vectơ vì chúng ta đang xét trường hợp một
chiều.

Ftrường+Fhạt_nhân+Ftat_dan=ma
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Chia cả hai vế cho m, ta được:
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Như đã biết k/m= 2
0 . Ta đặt  /m=D

(1) trở thành:
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Nghiệm của phương trình này có dạng (xem Trần Tuấn, trang 54 & 55):
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Độ phân cực P
~

 sẽ là:



Ta đã kí hiệu:

)(  là độ điện cảm tuyến tính.
)2( d là hệ số quang phi tuyến.

Trong (3.1.14b), nếu chúng ta kí hiệu biên độ phức )()()2()2( ..  EEdP  (3.1.18), thì có
thể viết lại (3.1.14b) dưới dạng:
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Biểu thức (3.1.18) được suy ra trong trường hợp một chiều. Trong thực tế, biên độ
phức của độ phân cực điều hòa bậc hai theo hướng x liên hệ với điện trường tần số   là:

2. Thành lập phương trình truyền sóng điện từ trong môi trường phi tuyến:
Chúng ta bắt đầu từ các phương trình Maxwell:



Giả sử chúng ta xét môi trường không có các điện tích liên kết nhưng có các điện

tích tự do, tức là 0~   nhưng 0
~
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Tuy nhiên, chúng ta cho phép vật liệu là phi tuyến theo nghĩa là các trường D
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 và E
~

 liên
hệ với nhau qua hệ thức:

ở đây nói chung vectơ phân cực P
~

 phụ thuộc phi tuyến vào giá trị cục bộ của cường độ
điện trường E

~
.

Chúng ta lấy rot hai vế của phương trình (2.1.3), hoán đổi đạo hàm không gian và
thời gian ở vế phải của phương trình thu được và dùng phương trình (2.1.4) và (2.1.7) để
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  , cuối cùng thu được phương trình:

Chúng ta dùng (2.1.8) để khử D
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từ phương trình này, và do đó chúng ta thu được biểu
thức
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(định luật Ohm dạng vi phân), ở đây
  là hằng số điện môi tỉ đối,  là độ dẫn điện.

Phương trình (2.1.9b) được viết lại là:



Độ phân cực P
~

 có thể phân tích thành hai thành phần tuyến tính và phi tuyến:

Khi đó phương trình (2.1.9b) trở thành:

Đặt )1(0   , phương trình (2.1.10) có dạng:

3. Giải phương trình truyền sóng để tìm E trong sự tạo dao động tần số tổng:
Trong sự tạo dao động tần số tổng, chúng ta xét 3 sóng có tần số 321 ,,  . Trong

đó 1 , 2  là các sóng đầu vào, 3  là tần số đầu ra, 213   .

Xét sóng là sóng phẳng và truyền theo trục z. Như vậy, thành phần theo trục z của
vectơ cảm ứng điện sẽ bằng 0 , zD

~
=0, các thành phần còn lại của vectơ cảm ứng điện phụ

thuộc vào z.



Nói chung, trong môi trường phi tuyến, hướng của vectơ cảm ứng điện D
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 và

vectơ cường độ điện trường E
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 không trùng nhau. Nghĩa là dù cho zD
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vẫn khác không. Và từng thành phần của vectơ cường độ điện trường không chỉ phụ
thuộc z mà phụ thuộc vào cả x,y,z. Tuy nhiên, để cho đơn giản, chúng ta sẽ xét các sóng

phân cực thẳng và truyền theo trục quang học của tinh thể, lúc đó D
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 và E
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 trùng nhau. Vì
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 trùng nhau nên các thành phần của E
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 cũng phụ thuộc z; ngoài ra các đạo hàm

theo biến tọa độ x, y đều bằng 0: 0
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. Sau đó, chúng ta sẽ hiệu chỉnh dần mô

hình này cho các trường hợp tổng quát hơn.
Các sóng đầu vào và đầu ra được kí hiệu như sau:

Xét những tinh thể mà biên độ của độ phân cực phi tuyến Pnl và biên độ của các sóng
thành phần E (thành phần không phụ thuộc vào tần số) liên hệ với nhau qua hệ thức
(chẳng hạn KDP): (Pnl)i=2dijkEj kE [3.2.3](chúng ta đang xét trường hợp một chiều), ở đây
i có thể là x, hoặc y; j có thể là x hoặc y; tương tự, k có thể là x hoặc y;

Dùng (3.2.6) để viết biểu thức cho thành phần thứ i của độ phân cực phi tuyến với
tần số 1 dưới dạng giống như trong (3.1.17):
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(3.2.7)



Bây giờ, hãy giải phương trình sóng (2.1.11) để tìm các thành phần của cường độ
điện trường phức ở tần số 1 . Tính toán số hạng đầu ở vế trái, ta được:

Giả thiết biên độ phức của trường biến đổi đủ chậm theo trục z sao cho:





Những kết quả trên là kết quả của việc khảo sát sự tạo dao đ ộng tần số tổng. Chúng ta sẽ
dùng nó để khảo sát sự phát sóng hài bậc hai ở mục tiếp theo đây.

Nếu 03  , tức là môi trường trong suốt đối với tần số 3 , thì từ (3.1.11c) suy
ra:



4.Sự tạo sóng hài bậc hai như một trường hợp riêng của sự tạo dao động tần số
tổng:
Tiếp theo, ta sẽ dùng các kết quả ở mục 3 để khảo sát sự phát sóng hài bậc hai ( 21   ).

5.Khảo sát điều kiện hợp pha:
Ta thấy ngay rằng, tỉ số trong biểu thức (3.3.4) sẽ cực đại, tứ c công suất sóng lối

ra lớn nhất trong sự phát sóng hài bậc hai đạt được khi 1
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Có thể tổng quát hóa kết quả trên cho sự tạo dao động tần số tổng:
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Các điều kiện (1) và (2) được gọi là điều kiện đồng bộ về không gian  của sự phát
sóng hài bậc hai và sự tạo dao động tần số tổng (t ương ứng).

Đối với sự phát sóng hài bậc hai, khi điều kiện đồng bộ về không gian th õa mãn
thì (3.3.4) sẽ trở thành:



Nghĩa là công suất lối ra của sóng hài bậc hai tỷ lệ với bình phương chiều dài của tinh
thể.

Chú ý: trong sách thầy Tuấn có chổ viết P/S. Đó chính là cường độ sóng. Theo định
nghĩa, cường độ là công suất trên một đơn vị diện tích.
Giả sử công suất của sóng đầu v ào là không đổi, ta hãy khảo sát công suất của sóng hài ở
đầu ra )( 3P  theo công suất đầu vào )( 1P :
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Đặt tích của các hằng số thành một hằng số duy nhất C, ta được:
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có dạng như sau:



Nhìn trên đồ thị này ta thấy, khi 0kL , tức điều kiện đồng bộ về không gian đ ược thõa
mãn thì công suất sóng hài ở lối ra có giá trị lớn nhất. Khi 0kL , công suất lối ra giảm
rất nhanh. Nó đi qua một loạt các điểm 0 v à các cực đại phụ. Cực đại ứng với 0kL
được gọi là cực đại chính. Hãy tính khoảng cách từ cực đại chính đến cực đại phụ thứ
nhất Lc (Xem sách của thầy Tuấn, trang 67).


